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У книж ці оп и сан о м етод ін в е р с ії та ц ік ав і прикла
ди його застосування д о  розв ’язування задач на п обу
дову.

К ниж ка розрахована д л я  у ч н ів  старш их класів . Вона  
також  дасть  учителеві математики цікавий м атер іал  для  
проведення гуртк ової роботи з  учнями старш их класів  
сер ед н ь о ї ш коли.



ПЕРЕДМ ОВА

Як відомо, в елементарній геометрії для розв’язування 
задач на побудову користуються різними методами. Н ай
поширеніші з них — це метод геометричних місць і ме
тод подібності. Рідше застосовуються методи симетрії^ 
паралельного перенесення, обертання навколо осі або 
точки та алгебраїчний метод. І майже зовсім не застосо
вується несправедливо забутий метод інверсії. Однією 
з причин такого стану, як .нам здається, є те, що ці ме
тоди недостатньо використовують у шкільному курсі 
геометрії і навіть у роботі шкільних математичних гурт
ків.

Щоб опанувати метод інверсії і вміти практично його 
застосовувати, учням не доводиться засвоювати якісь 
додаткові знання, що виходили б за межі курсу геометрії 
VII I  класу.

Ця книжка висвітлює ряд питань про особливості як 
самого методу інверсії, так і задач, які розв’язую ться 
за цим методом.

В основу книжки покладено лекцію, яку  неодноразово 
автор читав для учнів VIII  — X класів м. Л ьвова, членів 
математичного гуртка й учасників математичної олімпіади 
при Л ьвівському державному університеті ім. І. Ф ранка.

Упорядковуючи лекцію до видання, автор дещо роз
ширив її  за рахунок розділу, присвяченого інверсорам, 
і збільшення кількості задач.

Книжку розраховано на учнів старших класів  серед
ньої школи, які мають бажання розширити свою мате
матичну освіту, а також  на студентів фізико-математичних
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факультетів педагогічних інститутів, які вивчають метод 
інверсії в спецкурсі елементарної математики.

Читачам, які глибоко зацікавляться цим методом, 
можна рекомендувати такі книжки: Д . И. П е р е п е л к и  н, 
Курс элементарной геометрии, ч. І, Гостехиздат, 1948;
І. І. А л е к с а н д р о в ,  Збірник геометричних задач на 
побудову, «Радянська школа», 1955; Ж . А д а м  а р , Е ле
ментарна геометрія, П ланіметрія, ч. І, «Радянська 
школа», 1955.

Автор.



В С Т У П

Метод інверсії був відомий вже грецькому матема
тикові Аполлонію (II ст. до н. е.), але в елементарній 
геометрії почав широко використовуватись тільки в 
XIX ст. Метод інверсії створили математики й інженери 
під час розв’язування таких задач:

1. Побудувати коло, яке дотикається до трьох даних 
кіл (задача Аполлон ія).

2. У даний трикутник вписати три кола так, щоб 
кожне з них дотикалось до двох інших і двох сторін 
трикутника (задача М альфатті)*.

3. Визначити місце зображення предметів у сферич
ному дзеркалі, якщо відомо радіус сфери і відстань пред
мета від її центра.

4. Побудувати плоский механізм, під час руху якого 
здійснювався б такий принцип: якщо одна з точок його 
рухається по колу, то друга точка, яка їй відповідає, 
має рухатись по прямій л ін ії, і навпаки.

Хоч на перший погляд задачі 3 і 4 ніби й зовсім не 
стосуються геометрії, але це, як видно буде далі, далеко 
не так.

Виникнення методу інверсії було підготовлено всім 
ходом історичного розвитку метричної геометрії. Зокрема, 
воно тісно пов’язано з матеріалом, що тепер вивчається 
в геометрії VIII класу середньої школи і має пряме 
відношення до обернено пропорціональних величин. В темі 
«Метричні співвідношення в трикутнику і колі» розгля
даються теореми про відрізки, що є середніми пропор- 
ціональними між двома даними відрізками (катети й ви
сота прямокутного трикутника, перпендикуляр, прове
дений з будь-якої точки кола на діаметр, дотична й від
різки січної тощо).

* Д ок л адн е р озв ’язання й д о сл ід ж ен н я  задач і читач м ож е знайти  
в книж ці: Ж. А д а м а р ,  Елементарна геом етр ія , ч. І , П ланім ет
р ія , «Радянська ш кола», 1955.
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Досить звернути увагу на деякі особливості вказаних 
теорем, як можна виявити прямий зв ’язок їх з істотними 
властивостями методу інверсії. Справді, розглянемо, н а
приклад, таку теорему: «У прямокутному трикутнику 
перпендикуляр, опущений з вершини прямого кута на

гіпотенузу, є середня пропорці- 
ональна величина між  в ідр ізка
ми, на як і основа перпендикуля
ра ділить гіпотенузу». Як наслі
док з ц ієї теореми дістаємо в і
доме твердження про те, що 
перпендикуляр, опущений з 
якої-небудь точки кола на д і
аметр, є середня пропорціо- 
нальна величина між  відрізками 
діаметра (рис. 1), тобто:

Рис- ь  A D 2 =  BD ■ DC. (1)

Звернемо увагу на такі особливості цих тверджень:
1. Р івність (1) справедлива для перпендикуляра AD, 

«опущеного з будь-якої точки кола на діаметр». Інакше 
кажучи, з рухом точки А по колу /<" точка D  рухати

меться по діаметру ВС, при цьому змінюватиметься дов
жина перпендикуляра AD  і довжини відрізків BD  і DC 
діаметра ВС, але співвідношення (1) залишиться спра
ведливим.

2. А якщо точку А зафіксувати, а отже, зберегти 
незмінною довжину перпендикуляра AD  і спробувати 
змінювати довжину відрізків  BD  і DC, зберігаючи р ів
ність (1), то виходить, що для кожного в ідрізка M D  <  BD  
(рис. 2) знайдеться такий відрізок В М г >  ВС, що 

ЛО2 =  BD ■ DC =  M D  ■ D M X.
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Інакше кажучи, для кожної довільної точки Л І від
різка BD  знайдеться на продовженні в ідрізка DC (зов
нішня) точка М ъ  при якій трикутник М А М 1 буде пря
мокутним, а перпендикуляр A D  стане його висотою. Легко 
побачити, що положення точки М г на прямій ВС  визна
читься перетином ц ієї прямої й променя А М Х_\_АМ.  
Отже, обертаючи прямий кут М А М Х навколо його вер
шини А,  в перетині його сторін AM  і А М г з прямою 
ВС дістанемо взаємно відповідні пари точок М  і М 1г 
для яких добуток M D  ■ D M X буде сталою величиною, що 
дорівнює квадрату перпендикуляра AD.

При цьому треба мати на увазі два особливих поло
ження прямого кута, а саме: коли точки М  і D  або 
і D збігаються, то для кожного з цих випадків рівність 
AD5 =  M D  ■ D M 1 втрачає смисл.

Важливо зазначити, що рівність AD- =  M D  ■ D M X 
існує й для точок М ' , симетричних точкам М  (рис. 2) 
відносно точки D  — основи перпендикуляра AD.  Щоб роз
різняти добутки D M ’ ■ D M X і D M  ■ D M lf роблять так: 
якщо точки М '  і М г леж ать по один бік від точки D, 
то добуток D M t ■ D M '  беруть із знаком плюс, а як
що по різні сторони, то D M  ■ DMx  беруть із знаком 
мінус.

Підставою для такого розрізняння добутків D M ' ■ D M t 
і D M  ■ DMx  є таке міркування.

На прямій можна вибрати два можливі напрями, 
один з яких взято за додатний; якщо напрям відрізка 
збігається з додатним напрямом прямої, то його беруть 
із знаком плюс, і навпаки.

У нашому випадку відрізки D M ’ і D M X однаково 
напрямлені, а відрізки D M  і D M х протилежно напрям
лені, тому добуток останніх беруть із знаком мінус.

Розглянемо ще одну теорему: «У прямокутному три
кутнику кожний катет є середньою пропорціональною 
величиною між гіпотенузою й прилеглим до цього катета 
відрізком гіпотенузи». Як відомо, записують це так 
(рис. 3):

АВ2 =  BD  • ВС, ,оч
АС2 =  CD ■ СВ. {Z)

Звернемо увагу на такі особливості співвідношень (2):
1. Якщо точки В  і С залишити нерухомими, а точку 

А  рухати в площині рис. З так, щоб для кожного її
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положення збереглись рівності (2), то геометричним міс
цем точок А  буде коло з діаметром ВС.

Інакше кажучи, із зміною довжини катета АВ  (або 
АС) при сталій довжині гіпотенузи ВС  змінюватиметься 
довжина прилеглого до цього катета відрізка BD  (або CD)

гіпотенузи.
-  ^  2. Нехай тепер у першій

рівності (2) сталою є довжина 
катета АВ. Чи можна змінювати 
довжини відрізків BD  і DC  і 
як? Перш ніж  дати відповідь на 
поставлене запитання, побудує
мо коло радіуса А В  з центром 
у точці В  й розглянемо із прямо
кутних трикутників ABC  та 
А ХВ М Х очевидне співвідношення 
(рис. 4):

Р ис З
ЛЯ2 =  BD ■ ВС  =  В М  ■ В М Ъ (3)

де точки М  і М х — кінці відрізків В М  і В М Х, які задо
вольняють умови теореми для трикутника ВАхМ ^

Із рисунка 4 видно, що довжини відрізків можуть 
змінюватись, так що коли довжина одного з них збіль
шується (ВМ  >  BD),
то довжина другого ' " v s
зменшується (В М 1 <  ^ ------- й Ч
< В С ),  і навпаки. При /  у і ’С '- '-  \
цьому, природно, ЗМІ- /  /  |V  '■ ' 'х  '
нюватимуться розмі- І ' ] / \ [ \ \  '
ри прямокутного три- I B\~D  м )  М,------------
кутника ABC. \  v /  ‘

Справді, точка А  * \  \  у  /
за умовою може ру- /
хатись (займати поло- х
ження на площині) ----- " "
тільки по колу К  з Рис. 4.
центром у точці В  і
радіусом R  =  АВ,  а точки D  і С, із зміною дов
жин відрізків BD  і ВС, рухатимуться по прямій ВС. 
Примітним тут є той факт, що точка D  (або М) може 
рухатись тільки по внутріш ній, а точка С (або М х) тільки 
по зовнішній частині променя ВС відносно кола К .  При 
цьому точки D  і С (або М  і М х) рухатимуться в проти
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лежних напрямах, залишаючись весь час на промені ВС, 
і так, що коли В М  =  R,  то і В М г =  R,  тобто вони зустрі
нуться в точці, яка належить колу І(. Це безпосередньо 
видно також  із рівності (3).

Розглянуті особливості € достатньою підставою для 
такого досить важливого для нас висновку: кожній внут
рішній відносно кола К  точці М  променя ВС  відповідає 
тільки одна точка яка лежить на зовнішній, відносно 
того самого кола К,  частині променя ВС. А оскільки на
прям променя ВС довільний, то 
можна сказати, що для кожної 
точки М, взятої всередині кола К  
(рис. 4), за винятком центра В, 
завжди знайдеться єдина точка М и  
яка лежить поза колом К  на пло
щині, що визначається колом К, 
і така, що їх  відстані від центра д 
кола К  зв’язані рівністю (3).

Цей висновок, як побачимо 
далі, має пряме відношення до 
властивостей інверсії. Перш ніж 
перейти до викладу основних влас
тивостей інверсії, розглянемо деякі 
досить відомі задачі на визначен
ня геометричного місця точок.

Задача 1. Н а колі К  з діаметром d дано точку А. 
Через неї проведено хорди А В , AC, A D .......... на продов
женнях яких взято точки В г, Сх, D lt . . . так, що АВ ■ А В Х =  
=  АС ■ АСі =  . . . =  d2. Знайти геометричне місце точок 
В ъ Сі, £>!, . . .  (рис. 5).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Проведемо через точку А д іа
метр A A X. Сполучивши точку А х з точками В  і В х, д іста
немо два трикутники А А ХВ  і А А ХВ Х. Ці трикутники 
подібні, оскільки кути між пропорціональними сторо
нами рівні. Отже, В ІА Х \_ А А 1 і тому точка В х (анало
гічно й точки Сі, D i, . . .) лежить на прямій, яка дотика
ється до даного кола К  в точці Лх.

Задача 2. Через дану всередині кола К  точку А про
ведено хорди, а з кінців кожної хорди — дотичні до 
взаємного перетину. Показати, що геометричним місцем 
точок перетину дотичних буде пряма.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Позначимо центр кола К  через
О. Проведемо через дану точку А  хорду ВС  (рис. 6),
2 32> 9



перпендикулярну до променя О А,  а до кінців її  — до
тичні до кола, які перетинаються в точці А х, що лежить 
на ОА. Сполучивши точку В з точкою 0 , дістанемо пря
мокутний трикутник 0 В А х, відрізки гіпотенузи якого, 
як відомо з попереднього, зв’язані такою рівністю:

О А ■ ОАі =  OB2 =  R 2, (4)

де R  — радіус кола К.
Якщо проведемо тепер через точку А довільну хорду 

FE, опустимо на неї з центра 0  перпендикуляр OD і

побудуємо в кінцях її  дотичні, що перетинаються в точці 
D j, то знову точка D x лежатиме на прямій 0D ,  а з пря
мокутного трикутника OEDx випливатиме така рівність:

0D  ■ ODx =  ОЕг =  R 2. . (5)
З рівностей (4) і (5) видно, що трикутники 0D A  

і 0 A xD x подібні, Z_OAxD x прямий і, отже, геометричним 
місцем точок D x є пряма, перпендикулярна до О А  в 
точці Ах.

Перейдемо тепер до викладу властивостей інверсії.

1. МЕТОД ІНВЕРСІЇ

В основі методу інверсії лежить важливе поняття 
геометрії — поняття інверсії. Термін «інверсія» походить 
від латинського слова inversio — перевертання або пере
становка. Перевертання як рух у геометрії відоме вже 
учням VI класу* . Воно, зокрема, зв’язане з осьовою

* Д и в . А . П . К и с е  л ь о в ,  Г еом етр ія , ч. І, «Радянська ш кола», 
1957.
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симетрією, а саме: щоб сумістити дві симетричні фігури 
відносно осі, досить одну з них повернути навколо осі 
симетрії на 180°.

Інакше кажучи, всякі дві фігури, що симетричні від
носно якої-небудь осі, можна розглядати як два різні 
положення на площині однієї і тієї самої фігури. При 
цьому в одному з положень фігура перевернута, тобто 
лежить другою сто
роною.

Важливо вказати 
тут на те, що фігура, 
яку перевертають, не 
змінюється ні за фор
мою, ні за своїми роз
мірами (кути і сто
рони).

При інверсії ф ігу
ра в деякому розумін
ні також  переверта
ється, але тільки' відносно кола, а не осі симетрії.

Читач, мабуть, помітив, що під час розв’язування 
попередніх задач і розгляду деяких теорем ми мали 
справу з колом і рівністю AD 2 =  BD ■ DC. Це сп іввід
ношення вираж ає певну відповідність м іж  точками пло
щини, зв ’язану з довільно заданим на цій площині колом.

О з н а ч е н н я .  Інверсією відносно даного кола ТС з 
центром у точці О і радіусом R  (або просто інверсією) 
називається така відповідність між точками площини, 
при якій кожній точці А, відмінній від точки О, стави
ться у відповідність точка Лх так, що, по-перше, оби
дві точки А і А х розміщені на одному й тому самому 
промені, що виходить з точки О, по-друге, відрізки О А 
і ОАх зв’язані співвідношенням

О А ■ ОАх =  R 2. (6)

Точки А і A l називаються взаємно оберненими, або 
інверсними, відносно кола К, яке називається колом 
інверсії; величина R 2 називається степенем інверсії, точ
ка О — полюсом інверсії (рис. 7).

З  означення безпосередньо випливають такі власти
вості інверсії:

1. Властивість симетрії: якщо точка А  відповідає 
точці А 1} то точка А г відповідає точці А.
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2. Якщо ОА <  R,  тобто точка А лежить всередині 
кола, то 0 А Х>  R  і, отже, точка А х лежить поза колом 
інверсії, і навпаки.

3. Точки, які леж ать на колі інверсії, збігаються з 
своїми інверсними точками. Полюс інверсії не має інверс
ної собі точки.

З а у в а ж е н н я ,  а) Д ля відрізків ОА і 0 А Х (рис. 7), 
що леж ать на прямій ОА по один бік від точки 0.  існує, 
як це було раніше встановлено, таке співвідношення:

годинника можна сумістити з відрізком 0 А 2.
У першому випадку кажуть, що точки А і А х гіпер

болічно інверсні, а в другому,— що точки А і Л2 еліп
тично інверсні. Ми розглядатимемо тільки гіперболічно 
інверсні фігури.

Розв’яжемо тепер таку задачу: побудувати точку А х. 
інверсну даній точці А  відносно даного кола К.

Р о з в ’я з у в а н н я .  1) Якщо точка А лежить поза 
колом К, то проводимо з неї дві дотичні до К  (рис. 8) 
і через точки В  і С їх дотику з колом проводимо пря
му ВС. Точка перетину ВС  з променем О А  і є шуканою 
точкою А х.

Справді, з прямокутного трикутника ОВА маємо: 
ОА ОАх =  R 2.

2) А якщо точка А лежить всередині К, то ставимо 
з неї перпендикуляр до променя ОА й проводимо до
тичну до кола інверсії в одній з його точок перетину з 
цим перпендикуляром.

Точка перетину цієї дотичної з променем ОА і є шу
каною точкою А г.

* Д и в . стор . 7 про напрям лені в ідр ізк и .

R ОА ■ ОАх =  Я*.

Р ис. 8.

б) Коли на прямій 
ОА взято точку Л2, си
метричну А х відносно 
полюса О, то відрізки 
ОАх і ОЛ2 матимуть різ
ні знаки* і для них буде 
справедливим таке спів
відношення: О А ■ ОАг =  
=  — R 2. Відрізок ОАх 
повертанням навколо О 
на 180° проти стрілки

12



Розглянемо тепер, як змінюються при інверсії кола 
й прямі.

1) П р я м а ,  я к а  п р о х о д и т ь  ч е р е з  п о л ю с  
і н в е р с і ї ,  в і д п о в і д а є  с а м і й  с о б і ,  т о б т о  т о ч 
к а м  п р я м о ї  в і д п о в і д а ю т ь  т о ч к и  т і є ї  с а м о ї  
п р я м о ї .

2) П р я м і й ,  я к а  не  п р о х о д и т ь  ч е р е з  п о л ю с  
і н в е р с і ї ,  в і д п о в і д а є  к о л о ,  щ о  п р о х о д и т ь  
ч е р е з  п о л ю с  і н в е р с і ї  (рис. 9, а і б).

Щоб показати це, з полюса інверсії О опустимо пер
пендикуляр О А на пряму D (А — основа перпендикуляра) 
й побудуємо точку А г, інверсну А  відносно кола інвер
сії Кі-

Нехай також точка В г інверсна точці В  прямої D. 
Тоді, оскільки ОА ■ ОАх — ОВ ■ ОВі, то /S.OAB подібний 
/ \О В 1А-і \ звідси випливає, що /_О В1А 1 =  , отже, гео
метричним місцем точок В г буде коло з діаметром ОАъ  
яке відповідає в інверсії прямій D. У справедливості 
твердження 2) можна впевнитись ще й так (рис. 10). 
Нехай дано коло інверсії К і  з полюсом О і пряму D. 
Побудуємо точку С, симетричну О відносно прямої D, 
і точку С ' , інверсну С відносно кола К\- Проведемо до
вільний промінь ОВ й побудуємо точку В',  інверсну В. 
Тоді А О С В  буде подібний Д О В 'С '. Але трикутник 
ОСВ — рівнобедрений, оскільки ОВ — ВС\ отже, трикут-

0 б

Р и с , 9.
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ник ОС'В' також рівнобедрений, тобто ОС' — С 'В '.  А че
рез те, що точка С ' фіксована, то геометричним місцем 
точок В' буде шукане коло К  з центром у точці С' і 
радіусом ОС'.

Н а с л і д о к .  Якщо коло й пряма інверсні, то центр 
кола лежить на перпендикулярі, опущеному з полюса на 
пряму.

Користуючись тільки що розглянутим твердженням, 
вкажемо на способи побудови кола, інверсного даній

прямій, коли дана пряма 
не проходить через полюс 
інверсії.

Нехай дано: О — полюс 
інверсії, R 2 —- i i  степінь, 
Кі  — коло інверсії й пря
му D. Побудуємо коло К, 
інверсне прямій D: а) з 
точки О опускаємо перпен
дикуляр ОА на пряму D. 
Будуємо точку Ах (рис. 9, 
а і б), інверсну точ
ці А, відомим нам спосо
бом або за формулою

ОА\ — 9л ’ що виРаж ає четвертий пропорціональний від
різок до даних відрізків ОА, R  і R * .  Коло, побудоване 
на діаметрі ОАъ  буде шуканим. Або так: б) на перпен
дикулярі ОА (його продовженні) будуємо точку С 
(рис. 10), симетричну точці О відносно прямої D, і далі— 
точку С , інверсну ТОЧЦІ С ВІДНОСНО Кі- Коло з центром 
у точці С  і радіусом ОС’ буде шуканим.

Л егко можна помітити, що побудова а) зв’язана з по
будовою б).

Справді, з означення інверсії випливає (рис. 10), 
що R 2 =  ОВ ■ OB’ =  ОС ■ ОС'. За побудовою ОС — 2 0 А. 
Тоді R* =  OC ■ ОС’ =  20  А ■ ОС' =  О А ■ О А ', звідки О А' =  
=  ‘Ю С . Отже, точка А'  інверсна точці А  відносно 
кола Кі з полюсом у точці О.

Коло, інверсне даній прямій, можна побудувати ще 
й так.

* Д и в . А . П . К и с е л ь о в ,  Г еом етр ія , ч. І, «Радянська ш кола, 
1957.
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Нехай дано полюс інверсії О, коло інверсії К  з ра
діусом R  і пряму D, яка не проходить через полюс 
інверсії.

Розглянемо два випадки.
а) Пряма D  лежить поза колом К, тобто R  менше за 

відстань від полюса інверсії до даної прямої D, або 
R  < О В  (рис. 11), і отже, R  >  ОВі або ОВ ■ ОВх =  R 2.

> Опускаємо з полюса О пер-
пендикуляр ОВ на D. Потім 

_ будуємо півколо на діамет
рі ОВ з центром у точці 0 2

Рис. 11 Р ис. 12.

і проводимо хорду OP =  R.  Перпендикуляр Р В Х, опуще
ний з точки Р  на діаметр ОВ, утворює точку В х, інверс
ну В. Н а діаметрі ОВх будуємо коло Кі  з центром у 
точці Ог. Коло Кі інверсне D.

б) R  більше за відстань від полюса інверсії до даної 
прямої D, тобто R > O B  (рис. 12), але R  <  ОВх. Як і у 
випадку а), опускаємо з полюса інверсії О перпендику
ляр ОВ на пряму D.

Далі будуємо на прямій D таку точку Р ,  щоб OP =  R,  
і /_О Р В \  =  90°; знаходимо точку В х, інверсну точці В 
(ОВ ■ ОВх =  R ?). Коло /Сх, побудоване на діаметрі ОВи  
і є шукане коло, інверсне прямій D  при даному степені 
інверсії R 2. Ш укане коло Кі  має проходити через точки 
О, Р  і Q.

Зазначимо, що точки дуги QBXP  є інверсними точкам 
хорди QP; точки дуги QO є інверсними точкам проме-
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ня QM\  точки дуги РО є інверсними точкам променя 
PN; а точки Р  і Q збігаються з своїми інверсними точ
ками.

З попереднього випливає:
а) з віддаленням прямої D від полюса інверсії 0  ін

версна їй фігура — коло Кі  — зменшується;
б) якщо пряма D дотикається до кола інверсії К, то 

інверсне цій прямій коло Кі внутрішньо дотикається до
кола інверсії;

в) з наближенням пря- 
м, мої D до полюса інверсії

О інверсне їй коло Кі збіль
шується й зливається з 
прямою D, коли ця пряма 
проходить через полюс ін
версії О;

г) довільно розміщена 
в площині пряма D  й коло 
Кі  завжди взаємно інверс
ні, тобто завжди можна 
побудувати коло інверсії 
К,  відносно якого прямій 
D  відповідатиме коло К\-

Переконаємось у спра
ведливості цього, коли дана 
пряма D і коло К \  не мають 
спільних точок (рис. 13). 

Нехай О А — діаметр кола, перпендикулярний до прям оїD, 
А і  — точка перетину продовження ОА з D. Проведемо 
з точки О довільну пряму, яка перетинає коло Кі в точ
ці Af, а пряму D — у точці M v  Прямокутні трикутни
ки ОАМ  і OA-lM-l, які утворились, подібні (вони мають 
спільний гострий кут з вершиною у точці О). З  пропор- 
ціональності відповідних сторін цих трикутників випли
ває, що OAfx • ОМ =  ОА і • ОА. Неважко переконатись, що 
відрізки ОАх і ОА для кожного даного розміщення пря
мої D  і кола Кі будуть сталі, а відрізки ОМ* і ОМ змінюва
тимуться залежно від положення променя ОМ. Але до
буток ОМг ■ ОМ  сталий і дорівнює добутку 0 А Х ■ ОА. 
Сталість добутку записують так:

ОМ г ■ ОМ =  ОАх • О А  =  const *.
* В ід  латинського слова constans —  сталий.

Р ис. 13.

16



Точки М  і М 2 інверсні відносно кола інверсії К  з 
радіусом R  =  Y O A x ■ О А і полюсом О, що й підтверджує 
інверсність D  і К%.

П р и м і т к а .  Як вправу рекомендуємо розглянути 
твердження 2) для випадку, коли пряма D  й коло К х 
перетинаються.

3) К о л у ,  я к е  п р о х о д и т ь  ч е р е з  п о л ю с  
і н в е р с і ї ,  в і д п о в і д а є  п р я м а  D  (рис. 14).

Переконаємось у цьому: справді, нехай точка А буде 
центром даного кола К х, що проходить через полюс О, 
а точки Ах і В х інверсні точкам А і В  відносно кола 
інверсії К. Трикутники ОАВ  і О ВхА х подібні, а оскільки
0  А  =  А В , то ОВх =  В ХА Х. Точка рівновіддалена від 
точок О і А г.

Отже, геометричним місцем точок В ІУ інверсних точ
кам S , буде пряма D, що проходить через середину ОАг
1 перпендикулярна до неї.

У справедливості твердження 3) можна перекона
тися ще й так (рис. 9).

Нехай дано полюс О й коло К, що проходить через О. 
Проводимо діаметр ОАг і будуємо точку А, інверсну А х. 
Проводимо довільний промінь ОВх і будуємо В у інверс
ну В х. Чотирикутник А В А ХВ Х — вписаний, отже, кут ОАВ  
прямий, тобто А є ортогональною проекцією В. А оскіль
ки точка А  нерухома, то геометричним місцем точок В 
буде пряма D, перпендикулярна до ОА.
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В и с н о в к и :  а) порівнюючи розглянуті зміни прямої й 
кола при інверсії, ми маємо право зробити висновок про 
те, що відповідність між прямою й колом взаємна: якщо 
прямій, яка не проходить через полюс інверсії, відпові
дає коло, яке проходить через полюс інверсії, то й 
колу, яке проходить через полюс інверсії, відповідає 
пряма, що не проходить через полюс інверсії;

б) дотична в полюсі О до кола К, інверсного прямій D, 
паралельна цій прямій (на рис. 9, 10, 11, 12, 13 і 14 
такої дотичної не побудовано).

4) К о л у ,  я к е  н е  п р о х о д и т ь  ч е р е з  п о л ю с  
і н в е р с і ї ,  в і д п о в і д а є  к о л о ,  я к е  т а к  с а м о  не  
п р о х о д и т ь  ч е р е з  п о л ю с  і н в е р с і ї .

Справді, нехай О — полюс інверсії (рис. 15), R 2 — її 
степінь, К  — коло інверсії з центром у точці О. Нехай 
Кі — дане коло з центром у точці Ох. Проведемо про
мінь ООъ  який перетне коло Кі у двох діаметральних 
точках А х і В\.

Проведемо довільний промінь ОСг, де Сі — точка кола 
Кі. Побудуємо точки А 2, В 2 і С2, інверсні точкам A lt
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В, і Сі, і доведемо, що точки An, В 2 і С2 леж ать на 
одному колі. З  означення інверсії випливає, що ОВх-ОВ2=  
=  ОСг ■ ОС2, або ОВх : ОСх =  ОС2 : ОВ2. Через це трикут
ники ОВхСі і 0 С 2В2 подібні. Звідси випливає, що 
/_ОС2В 2 — /_О В хСх. Н а тій же підставі (пропорціональ- 
ності) будуть подібними трикутники ОЛіСі і ОС2А 2, тому 
/ О А хСх =  /_ОС2А 2. Остання рівність не порушиться, 
якщо до лівої її частини додати /_ С ХА ХВ Х, а до правої— 
/ _ А 2С2СХ, оскільки суми, що утворились, дорівнювати
муть 180°. Звідси випливає, що /_ С ХА ХВ Х =  / _ А 2С2СХ. 
Трикутник Л іС і^ і прямокутний, тому його гострі кути 
СХА ХВХ і СХВ ХА Х в сумі дорівнюють 90°. Отже, і кути А 2С2СХ 
і ОС2В 2, які їм відповідаю ть, так само в сумі дорівню
ють 90°. Тоді кут В 2С2А 2 прямий. З  переміщенням точ
ки Сх по даному колу К х точка С,, інверсна точці С, 
описуватиме коло К2, інверсне К х, оскільки точка С2 
має ту властивість, що відрізок В 2А 2 завжди видно з неї 
під прямим кутом*.

Користуючись тільки що розглянутим твердженням, 
можна вказати спосіб побудови кола /С2, інверсного да
ному колу Д'і (рис. 15). Так, побудувавши точки А 2 і В 2, 
інверсні точкам (кінцям діаметра кола К х) А х і В х, ми 
дістанемо на промені ООх (перевернутий) відрізок В 2А 2, 
який буде діаметром шуканого кола.

Зазначимо, що центри Ох і 0 2 двох інверсних кіл Кх 
і К 2 не інверсні точки (рис. 15). Справді, точки Lx і Ь2 
спільної зовнішньої дотичної ОЬх к іл  К 2 і К х є інверсни
ми точками, отже, відрізки, що сполучають ці точки з 
точкою О, зв’язані рівністю

ОЬх ■ ОЬ2 =  Я2,
де R 2 — степінь інверсії к іл  К 2 і К х відносно кола /(.

Водночас ООх ■ 0 0 2 >  R 2, бо ООх >  OLx і 0 0 2 >  ОЬ2 
як гіпотенузи відповідно прямокутних трикутників OLxOx 
і 0 L 20 2.

5) П р и  і н в е р с і ї  з б е р і г а ю т ь с я  к у т и .
Розглядаючи цю важ ливу властивість інверсії, ми ко

ристуватимемось поняттям кута між двома колами і кута 
між колом і прямою**.

* Д и в . А . П . К  и с е л ь о в ,  Г еом етр ія , ч. І, «Р адянська ш кола»,
1957.

** Д и в . Д . И . П е р е п е л к и  н , К у р с  элем ентарной  геом ет
рии, ч. І , Г остехи здат, 1948, стор . 316— 317.
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О з н а ч е н н я  1. Кутом між двома колами в точці 
їх перетину називається будь-який з двох кутів, утворе
ний їх дотичними в цій точці.

Один з цих двох кутів дорівнює кутові між радіуса
ми обох кіл, проведеними в їх спільну точку.

Кут між колами дорівнює нулеві або 180°, якщо кола 
дотикаються одне до одного.

О з н а ч е н н я  2. Кутом між колом і прямою називає
ться будь-який з кутів між прямою й дотичною до кола 
в одній із точок її перетину з даним колом.

Ці кути відповідно дорівнюють тим кутам, які утво
рює радіус кола, проведений в точку перетину з даною 
прямою, з перпендикуляром до даної прямої

Нехай дано полюс інверсії О, степінь інверсії R 2 й 
коло інверсії К  з центром у точці О.

а) Нехай дано поза колом К  дві прямі M N  і P S ,  які 
перетинаються в точці О,.

Доведемо, що при інверсії кути між прямими M N  і 
P S  зберігаються (рис. 15а).

Одним з відомих нам способів побудуємо кола Кі  і 
К%, інверсні прямим M N  і P S .  Кола К і  і Кг пройдуть
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через полюс О і перетнуться в другій точці 0 2, інверсній 
точці Ои  що утворилась від перетину M N  і P S .  Побу
дуємо дотичні /WjJVj і P jS j у точці О до кіл Кі  і К2. 
Ці дотичні [див. висновок б), стор. 16] будуть відповід

но паралельні даним прямим; отже, кути РОгМ  і Р 1ОМ1 
рівні, тобто кут між даними прямими й кут між колами, 
їм інверсними, будуть рівні між собою.

б) Нехай поза колом К  дано коло Кі і пряму M N , 
дотичну до кола Кі в точці Р. Доведемо, що при інверсії 
кут (який дорівнює нулеві) між прямою M N  і колом Кг 
зберігається (рис. 156).

Побудуємо коло К2. інверсне колу /Сі. і коло /Сз. 
інверсне прямій M N . Точка Р \  буде інверсною точці Р . 
Причому Рг єдина спільна точка кіл К 2 і ^Сз- О тже, Р і
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є точкою дотику кіл /С2 і К з *• Тоді кут між /С2 і К 3 
дорівнює нулеві.

в) Нехай поза колом інверсії К  дано два кола Кі і Kz, 
які перетинаються в точках М  і N  (рис. І5в). Доведемо, 
що при інверсії кут між  дими колами зберігається.

Проведемо дотичні P S  і HQ  до кіл  К 2 і К і  у їх 
спільній точці М.  Побудуємо кола К[ і К ї,  інверсні 
колам К і  і Kz, та кола /С3 і К і,  інверсні прямим HQ і

P S .  Тоді, на підставі тільки що розглянутих випадків 
а) і б), означення 1, маємо /_  Р М И  — /_  РіОНх — /_  A M ХВ, 
що й треба було довести.

В и с н о в о к .  Колу і прямій, що перетинаються під 
деяким кутом я, в інверсії відповідають кола чи прямі, 
що перетинаються також під кутом а.

Розглянуті властивості інверсії лежать в основі ме
тоду інверсії; ними користуються під час розв’язування 
геометричних задач на доведення й на побудову в тому 
разі, коли побудувати інверсну фігуру простіше, ніж 
шукану. А побудову інверсної фігури здебільшого можна 
спростити, вдало вибравши полюс інверсії. Сюди належать

* Д и в . А . П . К и с е л ь о в ,  Г еом етр ія , ч. І , «Р адянська ш ко
ла», 1957.
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задачі на проведення кіл, що дотикаються до даних п р я 
мих і кіл, а також  задачі на побудову кіл, які перети
нають дані прямі й кола під даними кутами.

II. ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ІНВЕРСІЇ 
ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Щоб ознайомитись з застосуванням методу інверсії, 
розглянемо кілька елементарних задач.

Задача 1. Які л ін ії в інверсії відповідають прямим, 
що є дотичними до кола інверсії?

^ ----
/  / 7 \  JbM

0,

\  У ? 4 -"'К,
к
Р и с. 16.

В і д п о в і д ь .  Кола, які проходять через полюс інверсії 
і дотикаються до кола інверсії в точках дотику даних 
прямих.

Задача 2. З  полюса інверсії радіусом, удвоє більшим 
від радіуса кола інверсії, описано коло. Визначити фігу
ри, інверсні дотичним, проведеним до цього кола.

В і д п о в і д ь .  Це кола, що проходять через полюс 
інверсії. Центри кіл лежать на перпендикулярах, прове
дених з полюса до дотичних; радіуси їх  дорівнюють
■— частині радіуса кола інверсії.

Задача 3. Довести, що коло, яке перетинає під пря
мим кутом коло інверсії, само собі відповідає.

Р о з в ’я з у в а н н я .  Нехай коло К \  з центром у точці 
Оі перетинає під прямим кутом коло інверсії К  (рис. 16). 
На основі встановлених властивостей інверсії [див. вла
стивість 4), стор. 18] колу К \  повинно відповідати також 
коло, яке перетинає К  під прямим кутом. Точки А  і В
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будуть собі інверсними, а кожна точка дуги А М В  мати
ме лише одну інверсну точку на дузі А М ХВ.

Задача 4. Дано коло інверсії К  з полюсом у точці 
О. Дано також точки А  і В,  інверсні точкам А х і В х. 
Визначити, який кут утворюють відрізки АВ  і А ХВХ.

В і д п о в і д ь .  Цей кут дорівнює різниці кутів, утво
рюваних відрізком АВ  (або А ХВ^) з кожною прямою, що 
сполучає кінці цього відрізка з полюсом інверсії.

Р ис. 17.

Задача 5. Довести, що коли дві точки інверсні віднос
но якого-небудь кола, то відношення їх відстаней від 
будь-якої точки кола інверсії є величина стала.

Р о з в ’я з у в а н н я .  Нехай точки А і В  взаємно інверс
ні відносно кола К  з центром у точці О. М  — довільна 
точка цього кола. З  рівності ОА ■ ОВ =  ОМ2 встановлюємо 
подібність трикутників ОАМ  і ОВМ, звідки випливає, 
що відношення A M  : В М  не залежить від вибору точки М.

Задача 6. Дано коло L і поза ним дві точки К  і т. 
Побудувати кола, які дотикаються до кола L  і прохо
дять через точки К  і т.

Р о з в ’я з у в а н н я .  Нехай точка К  буде полюсом 
інверсії, квадрат дотичної К Т ,  проведеної з точки К  до 
кола L,  буде степенем інверсії (рис. 17). Тоді в даній 
інверсії точці m  відповідатиме точка пгх, колу L  відпові
дає коло L x (див. задачу 3), яке збігається з L  (умови
мось це записувати так: L =  LX).
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Тепер задача звелась до простішої: побудувати до
тичні А г і А 2 до кола L lt які проходять через точку т х. 
Повертаючись до вихідної задачі, побудуємо дотичні А г 
і А 2, інверсні колам А\ і А п , які й дотикатимуться до 
кола L  і проходитимуть через точки К  і гп.

Задача 7. Д ано коло L, поза ним пряму М  і точку 
К ■ Побудувати кола, які дотикаються до кола L  і пря
мої М  та проходять через точку К  (рис. 18).

Р о з в ’я з у в а н н я .  Візьмемо точку К  за полюс ін
версії, а (К Т )2 — за степінь інверсії, де К Т  — дотична, 
проведена з точки К  до кола L. Тоді в даній інверсії 
прямій ЛІ відповідає коло М ІУ кола L  і Ь г збіжаться 
(див. задачу 3), тобто Після інверсії задача зво
диться до простішої: побудувати спільні дотичні до кіл 
Lx і Мх — і далі розв’язується аналогічно до задачі 6.

Задача 8. Д ано пряму L  і по одну сторону її дві 
точки m  і К. Побудувати коло, яке дотикається до пря
мої L  і проходить через точки К  і гп.
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Р о з в я з у в а н н я .  Візьмемо точку /С за полюс інвер
сії, a (KD)2 —  за степінь інверсії, де K D  — перпендику
л я р ^  опущений з точки К  на пряму L  (рис. 19). Тоді в 
даній інверсії' прямій L  відповідає коло L lt яке прохо
дить через полюс /С; точці т  відповідає точка m v  П ісля 
інверсії задача зводиться до такої: побудувати до кола

L x ДОТИЧНІ Лі І А 2, ЩО ПрОХОДЯТЬ Через ТОЧКу ГПХ. В ід
повідно до  вимоги в и х ідн о ї задач і, бу д у єм о  кола Аі й 
A ll , Інверсні прямим Лі і Л2, які й бу д у т ь  ї ї  розв’язком.

Задача 9. Побудувати коло, яке дотикається до двох 
даних прямих М  і L,  що перетинаються, і яке прохо
дить через дану точку К  (рис. 20).

Р о з в ’я з у в а н н я .  Візьмемо точку К. за полюс ін
версії, a (/CD)2 — за степінь інверсії, де K D  — перпенди
куляр, опущений з точки К  на пряму L. Тоді в даній 
інверсії прямим М  і L  відповідають кола і L 1( і за 
дача зводиться до побудови спільних дотичних А х і Л2 
до двох кіл Ьг і Afj (рис. 20), які перетинаються. По
вертаючись до вихідної задачі, дістаємо два кола Лі і
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An,  які інверсні дотичним Аі  і А% і проходять через по
люс К ■ Ці кола й будуть розв’язками задачі.

Задача 10. Д ано два кола К  і К \  з центрами в точ
ках О і 0 1( які перетинаються в точках А  і В під прями
ми кутами. Візьмемо довільні точки С і D на колах К  і Кі-

Довести, що кола, які визначаються точками А, С, D 
і В, С, D, перетинаються під прямим кутом.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Нехай точка С буде полюсом 
інверсії (рис. 21), а квадрат дотичної, проведеної з С 
до кола /Сі,— степенем ін
версії. Тоді коло К \  збі
гається з своїм інверсним, 
а колам К, ACD  і BCD, с 
за властивістю 3), відпові
дають прямі А 'В ',  A 'D '  і 
B ’D'.  Оскільки коло К  
перетинає коло Кг  під пря
мим кутом, то пряма А 'В '  
також  перетне К і  під пря
мим кутом, тобто пройде Р ис. 21 . 
через його центр. Легко
побачити, що A 'D '  і B 'D ’ взаємно перпендикулярні, 
отже, інверсні їм кола ACD  і BCD  перетинаються під 
прямим кутом.

Задача 11. Дано два кола з центрами в точках 0  і 
Оь  які мають взаємно перпендикулярні діаметри АВ  і
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А'В'  і ,як і перетинаються під прямим кутом. Треба до
вести, щ о чотири прямі, які сполучають точки А, В , А ’. В ',  
попарно проходять через точки перетину С і D  даних кіл!

Л'С

В к а з і в к а .  Взяти точку А за полюс інверсії, а 
квадрат дотичної, проведеної з А до 0 lt за степінь ін

версії (рис. 22). Див. задачу 
10 і 3.

Задача 12. Д ано два кола
О і Oj і точку А.  Треба про
вести через дану точку А  коло, 
дотичне до двох даних.

В к а з і в к а .  Взявши точку А 
за полюс інверсії, а квадрат 
дотичної A T ,  проведеної до 
одного з к іл , за степінь інвер
сії, зведемо задачу до проведен
ня спільних дотичних до двох 
кіл О’ і О’і, інверсних даним ко
лам О і Ot .

Р и с. 23. Задача 13. Побудувати коло
К,  яке проходить через дані 

поза ним дві точки А і В  і дотикається до даного кола О.
Р о з в ’ я з у в а н н я .  Припустимо, що задачу розв’я 

зано. Точку А  візьмемо за центр інверсії, а квадрат до
тичної, проведеної з А  до кола О,— за степінь інверсії: 
АР  ■ АР '  =  (A T)2. Ш укане коло відповідає прямій ВіЛ?і
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(рис. 23), перпендикулярній до АВ  і дотичній до кола 
О в точці М и  інверсній точці М .  Ш укане коло визна
читься точками А, В і М.

Задача 14. Знаючи відстань між даними точками А і В , 
знайти відстань між інверсними їм точками* А' і В ' .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  1) Точки А, В , А' і В' леж ать 
на одному промені (рис. 24) з полюсом О. Нехай степінь

в ’ Д’

Рис 24.

інверсії дорівнює R 2. Тоді 
звідки О А' =  , OB' — R

OB’ =
О А ■' 

R - ■ АВ
OB

ОА ■ ОА' =  OB ■ OB' =  Я ', 
відрізок А 'В ' — ОА' —

ОА ■ O B '
2) Точки А, В, А '  і В' леж ать на одному колі (рис. 25). 

Тоді за властивістю січних, проведених з точки О до 
кола К,  маємо: О А ■ О А' =

/ - і  г > /  * ОА О В'— ОВ ■ ОВ , збо Qg =  щ , ,
крім того, кути АОВ і В'ОА' 
рівні між собою. Отже, три
кутники АОВ і В ’ОА' по
дібні, звідки А 'В '

А В
ОА'
ОВ або

А В  ■ ОА' А В  • ОА • ОА'
ОВ

А В
ОА ■ ОВА 'В '=

— /?2 __
п  ОА О В '
Задача 15. Сполучимо вершини даного квадрата ABCD  

з якою-небудь зовнішньою точкою Р  його площини; утво
рені прямі перетнуть коло, описане навколо квадрата, 
в чотирьох нових точках А ',  В ',  С  і D '. Треба показати, що 
в чотирикутнику A 'B 'C ’D' добутки протилежних сторін 
будуть рівні між собою, тобто А 'В ' ■ C D '  =  A 'D ' ■ В ' С .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Точки А ',  В ',  С  і D' інверсні 
точкам А, В, С і D в інверсії з полюсом Р  і степенем, який 
дорівнює квадрату дотичної, проведеної з точки Р до
кола, описаного навколо квадрата. Отже, А 'В '  =  рД Вр ^

* Д и в . Д . И. П е р е п е л к и  н, К урс элем ентарной геом етрии, 
ч. І, Г остехи зд ат , 1948, стор . 312.
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(див. задачу 14); аналогічний вираз дістанемо і для В'С ' , 
С  D' \  D’ А’ . до увата, що АВ =  СВ =  DC = D A ,

дістанемо А 'В ' ■ C'D' =  В'С' ■ D 'А '  =  ____ ’ AB*
РА ■ Р В  ■ PC ■ PD ■ 

Задача 16. Довести, що добуток діагоналей вписаного 
в коло чотирикутника дорівнює сумі добутків його про
тилежних сторін. (Теорема Птолемея)*.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Не- 
•>В’ хай ABCD (рис. 26) — впи

саний чотирикутник. Візь
мемо точку А за полюс 
інверсії, a R — за довіль- 

с  ний радіус кола інверсії К. 
В утвореній інверсії колу 
ABCD  відповідає пряма, 
яка визначається точками 
В ’, С , D ' , інверсними точ
кам B ,C ,D .  Якщо точка С— 

,0 , вершина даного чотирикут
ника — протилежна вер
шині А, то точки В і D, а 
отже, й точки В' і D' ле

жать з різних боків прямої АС, а тому B'D '  =  В'С' +  C'D '.
Підставивши в попередню рівність замість B'D ',  В'С'  

і C D  їх значення (див. задачу 14), виражені через в і
домі величини:

Р ис. 26.

B'D '  

В'С' ■

BD

ВС

C'D '  =  CD

А В  ■A D ’ 
R2 

А В  ■ A C  ’ 
FT-

А С  • A D '

помноживши на А В  ■ АС ■ AD  і поділивши на R 2, дістанемо:

АС ■ BD  =  AD В С +  АВ ■ CD.

Задача 17. Д ано коло і на ньому дві точки А  і В. 
Побудувати по один бік від прямої А В  дві паралельні 
хорди, добуток яких дорівнює даній величині R 2.

В к а з і в к а .  Скористатись розв'язанням попередньої 
задачі.

* К  л а в д  і й П т о л е м е й  
жив у II ст.  н.  е.

•в ідом ий  грецький астроном , який
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Задача 18. Побудувати коло, яке дотикається до даного 
кола К  в точці А і до другого даного кола /Сі, яке ле
жить поза колом І\.

В к а з і в к а .  Взявши точку А  за полюс інверсії, а за 
її  степінь квадрат дотичної, проведеної з точки А до 
кола К і,  дістанемо після інверсії таку задачу, побуду
вати дотичні до кола К \ ,  інверсного К  і, паралельні 
прямій / ( ',  інверсній К-

Задача 19. Побудувати коло, дотичне до даного кола 
К  в точці А і до даної прямої M N .

В к а з і в к а .  Розв’язується так само, як і задача 18.
Задача 20. Побудувати коло, що дотикалося б до да» 

ного кола К  в точці А і проходило б через дану точку В.
В к а з і в к а .  Взявши точку А  за полюс інверсії, квад

рат відрізка АВ  за її  степінь, після інверсії задача зво
диться до такої: побудувати коло, що дотикалося б до 
даної прямої і проходило б через дану точку В.

Задача 21. Побудувати коло, дотичне до даної пря
мої АВ  в її точці О і до даного кола К-

В к а з і в к а .  Взявши точку О за полюс інверсії, квад
рат дотичної, проведеної з О до кола К.  за степінь інвер
сії, зведемо задачу до такої: побудувати до даного кола 
дотичні, паралельні до даної прямої (див. задачу 18).

Задача 22. Побудувати коло, дотичне до даної прямої 
АВ  в її точці О і до другої даної прямої CD.

В к а з і в к а .  Взявши точку О за полюс інверсії, а за 
ЇЇ степінь квадрат перпендикуляра, опущеного з точки О 
на CD, зведемо задачу до такої: побудувати до даного 
кола дотичні, паралельні даній прямій.

Задача 23. Побудувати коло, яке було б дотичне до 
прямої АВ  в її точці О і яке проходило б через дану 
точку С.

В к а з і в к а .  Взявши точку О за полюс інверсії, ква
драт відрізка ОС за її степінь, зведемо задачу до такої: 
через дану точку провести пряму, паралельну даній пря
мій.

Задача 24. Побудувати коло, яке проходить через 
дані дві точки А  і В  і перетинає під прямим кутом 
дане коло К-

В і д п о в і д ь .  Ш укане коло інверсне січній, яка прохо
дить через взаємно інверсні точки В  і та центр кола К.

Задача 25. Дано коло К  і в ньому три хорди АВ,  
АС  і AD.  На кожній хорді, як на діаметрі, побудовано
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кола. Треба довести, що другі точки перетину цих кіл 
лежать на одній прямій.

В к а з і в к а .  Взяти точку А  за полюс інверсії з до
вільним радіусом кола інверсії; колам відповідають пря
мі, які утворюють трикутник з вершинами, інверсними 
другим точкам перетину кіл. Описане навколо утворено
го трикутника коло пройде через полюс і буде інверсне 
шуканій прямій.

Р и с. 27.

Задача 26. Побудувати коло, яке перетинає дане 
коло К  під даним кутом а і проходить через дані дві 
точки А  і В , що лежать поза К.

В к а з і в к а .  Візьмемо точку А  за полюс інверсії з 
довільним степенем. Будуємо точку В ' , інверсну точці В , 
і проводимо січну B ’P ’Q' кола К  під кутом а (рис. 27). 
Коло Кі  Є геометричним місцем середин хорд, які утво
рюють з колом К. кут а. Ш укане коло, інверсне січній 
B 'P 'Q ' , легко побудувати за чотирма точками А, В , Р  і Q.

Задача 27. Дано коло К  з центром О і поза ним дві 
точки А  і В. Проведемо довільну січну BCD.  Прямі AD  
і АС  перетинають коло К  у точках F  і Е. Треба знайти 
геометричне місце центрів кіл  AEF,  які утворюватиму
ться при зміні положення січної BCD.
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В к а з і в к а .  Візьмемо точку А за полюс інверсії, 
квадрат дотичної, проведеної з А  до кола /С, — за степінь 
інверсії (рис. 28). Колу AEF  відповідатиме пряма CD 
(див. задачу 16), яка проходить через дану точку В. 
О тже, інверсне їй коло AEF  проходить через дві неру
хомі точки А  і і а тому геометричним місцем центрів 
цих кіл буде пряма /.

Задача 28. Д ано коло 8 
/\ з центром у точці О і 
поза ним точку А. Через 
точку А проходить змінне 
коло Кі, яке перетинає 
коло К  під прямим кутом.
Треба знайти геометричне 
місце центра Ох кіл К г.

Р о з  в ’я з у в а н н я. Н е
хай точка В  буде другою 
точкою перетину прямої О А  
з колом К 1. Проведемо з 
точки О . дотичну ОР до 
кола К і.

На підставі задачі 3 має
мо: ОА ■ ОВ — ОР2. Звідси 
випливає, що точка В  також  стала для всіх кіл К\,  а 
геометричним місцем їх центрів буде пряма І, яка перпен
дикулярна до хорди АВ  і проходить через її середину.

Задача 29. Д ано два кола К  і L,  які леж ать одне 
поза другим. Треба вибрати полюс і степінь інверсії 
так, щоб колам К  і L  відповідали концентричні кола Д'х 
і L x (рис. 29).

Р о з в ’я з у в а н н я .  На л ін ії центрів 0 0 х даних кіл 
/С і £  вибираємо точку 0 2 так, щоб дотичні 0 2Т  і 0 2T lt 
проведені з цієї точки до кіл /С і L, були рівні між 
собою. Коло R  із центром у точці 0 2 і радіусом, що до
рівнює 0 2Т  —  0 2Т і ,  перетне кола К  і L  під прямим ку 
том; воно перетне й лінію  центрів 0 0 х в точках S  і Р.

Візьмемо точку S за полюс інверсії. Степінь інверсії 
виберемо рівним ( 5 7 2)2. За властивостями З і 4 інверсії 
колам К  і L  відповідатимуть кола Кі  і з центрами, 
які леж ать на л ін ії центрів 0 0 х, а колу R  відпові
датиме пряма R ly що перетинає [за властивістю 5)] кола 
/Сі і під прямим кутом, а отже, яка проходить через 
їх  центри. Такою прямою, яка також  перетинає К і  і /-і
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під прямим кутом, є їх л ін ія центрів, але пряма з 
нею не збігається, отже, кола К і  і — концентричні. 
Таким чином, при інверсії з полюсом у точці S  колам 
К  і L  відповідають концентричні кола К\ і L ±.

Задача ЗО. (Аполлонія)*. Побудувати коло, яке доти
кається до трьох даних кіл.

В к а з і в к а .  Нехай дано кола К, L  і Лі, причому, 
кожні двоє розміщені одне поза одним (рис. ЗО). Як і в 
попередній задачі, точку S візьмемо за полюс інверсії, 
а квадрат дотичної, проведеної з 5  до кола L, — за сте
пінь інверсії. При інверсії коло L  відповідає само собі 
(див. задачу 3), коло К  відповідає колу /Сь  яке концен
тричне з L =  LX, а колу М  відповідає коло /Сі.

Тепер задача звелась до такої: побудувати коло, яке 
дотикається до трьох даних кіл К и  Li  і М ъ  двоє з яких 
L i  і /Сі — концентричні.

Відомо, що геометричне місце центрів кіл, що доти
каються до двох даних концентричних кіл, складається

* А п о л л о н і й  —  грецький м атем атик, який жив близько 200  р . 
до  н. е .
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з двох кіл, концентричних з даними; радіус одного з 
цих кіл дорівнює півсумі радіусів даних кіл, а радіус 
другого кола дорівнює піврізниці радіусів даних кіл  . 

Нехай коло М і  лежить між колами Кі і 1-і-

Р и с. ЗО.

Оскільки два кола можуть перетинатись не більш як 
у двох точках, то найбільше число розв язків задачі -—8. 
Позначимо ці точки цифрами 1, 2 . 3 , 4, 5, 6. 7 і 8. Кола 
з центрами у цих точках будуть розв’язками задачі (на 
рис. ЗО їх не показано). Щоб розв’язати задачу Аполло- 
нія, скористуємось точками дотику кіл 1 , 2 , 3 , . . .  і 8 
з колами К \  і і-ь  ЩО визначаються перетинами прямих,

* Д ив. Д . И. П е р е п е л к и  н, К ур с элем ентарной геом етрии, 
Г остехиздат, 1948, ст о р . 92 , П остроение 16.
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які сполучають центр кола L =  LX з центрами кіл 1 ,2 ,
З, 4 , . . . ,  8 з колами Кі і L t , а на колі М х — перети
нами прямих, які сполучають центр кола М х з центра
ми кіл 1 , 2 , 3 , 4, 5, ... і 8. Виконавши зворотну інверсію, 
знайдемо центри 1 ,1 1 ,1 1 1 ,  IV , V, VI, V II  і V III  шуканих 
кіл А\, An, А]ц, Ліу, Лу, Луї, Луц і Луіи , які визна
чаються перетинами прямих, що сполучають точки 1, 2,
З, 4 , .  . ., 8 з полюсом інверсії S ,  з прямими, які сполу
чають центри даних кіл К, L, М  з точками дотику, які 
леж ать на них. Точки дотику a, b, с, d, е, f  і h  позна
чені на колі К-

Залеж но від розміщення даних кіл задача може ма
ти й менше число розв’язків, зокрема, задача зовсім не 
має розв’язків, якщо коло М х леж ить поза колом К і,  
тобто більшим з утворених після інверсії кіл.

111. МЕХАНІЗМИ ДЛЯ ПОБУДОВИ ІНВЕРСНИХ ФІГУР

Метод інверсії покладено в основу розв’язання проб
леми напрямного механізму, або «прямила», що має деяке 
застосування в техніці*.

Такий механізм, який здійснює побудову інверсних 
фігур, називається і н в е р с о р о м .

Розглянемо геометричну структуру деяких інверсорів 
у такому вигляді, як вони вийшли з рук своїх винахід
ників.

І н в е р с о р  П о с е л ь є  (винайдений у 1864 р.) являє 
собою систему шести стержнів, скріплених шарнірами. Два 
стержні мають довжину (рис. 31) OL =  ОК — а і з ’єдна
ні в нерухомій точці 0 ,  інші чотири P L =  LQ =  QI( =  
=  К Р  =  b <  а утворюють ромб, дві протилежні вершини 
якого з ’єднані з кінцями стержнів а.

Інверсор має два степені вільності: по-перше, обидва 
стержні а можна довільно наближати один до одного або 
розсувати, по-друге, обидва їх  можна довільно обертати 
як одне ціле навколо точки О. З  кожним рухом три 
точки 0 , Р  і Q завжди залишаються на одній прямій, 
переконаємось у цьому. Пряма ОР є бісектрисою кута 
LOK, PQ — бісектрисою кута LPK-  Нехай точка М  буде 
точкою перетину діагоналей ромба. Тоді LM  =  М К  і

* Д и в . И. И . А р т о б о л е в с к и й ,  М еханизмы , т. І, вид. 
АН СРСР, 1947.
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ОМ як медіана рівнобедреного трикутника LOK, вод
ночас буде його бісектрисою і, отже, збіжиться з п ря
мою ОР. Отже, точки 0 , Р  і М,  а також і точка Q ле
жать на одній прямій. Якщо точку 0  закріпити, а точку 
Р рухати по даній кривій, то точка Q опише ф ігуру, 
інверсну заданій кривій.

Справді,
OP OQ =  (ОМ +  MQ) ■ (ОМ — MQ) =  ОМ2 —

— MQ2 =  OL2 — M L 2 — (LQ2 —  M L2) =  0L°- — LQ2 =
=  a2 — b2 =  const.

Р и с. 31.

Отже, добуток OP ■ OQ e величина стала й не зал е
жить від положення механізму. Стала величина а 2 —-б 2 
називається степенем інверсії. Ця різниця додатна, і ї ї  
можна позначити через R 2. З  рівності ОР • OQ =  R2 ви
пливає, що точки Р і Q взаємно інверсні. Щоб дістати 
рух точки Р по колу, приєднаємо до неї сьомий стержень 
PS,  закріпивши другий кінець його по середині між 
точкою 0  і початковим положенням точки Р , або OS =
— SD  =  г. Тоді залишається тільки один ступінь віль
ності руху, і точка Q пересуватиметься по прямій. Треба 
зазначити, що точка Q не може описувати всю необме
жену пряму; рух її обмежений тим, що відстань її від 
точки 0  завжди менша від a. -j- b.

Пряма, яку описує точка Q, завжди перпендикулярна 
до прямої OS. Це випливає з того, що ортогональна 
проекція точки Q на пряму OS для будь-яких положень
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механізму фіксована, тобто довжина відрізка ОА є ве
личиною сталою. Справді, трикутники OPD і OHQ 
подібні, тоді O D :O P  =  O Q :O A , або ОА =  {ОР ■ O Q ): 
'• OD — R 2 : 2r — const. Звідси зрозуміло, що обертан
ням стержня (кривошипа) S P  створюємо поступальний 
рух точки Q. Це дає можливість використати інвер
сор як насос.

Якщо стержні OL =  ОК — а зробити менші за відрі
зок Ь, то дістанемо інверсор, зображений на рис. 32.

L

Р и с. 32.

Якщо в точку 0  поміститься його вістря, а в точки Р  
і Q олівці, то точка Р  опише фігуру, інверсну фігурі, 
яку описуватиме точка Q.

У цьому випадку а < Ь  і точка О лежить між точка
ми Р  і Q, а кут QOP—  тупий. Як і в попередньому ви
падку, точка Q рухається по прямій, перпендикулярній 
до прямої SO.

Такий інверсор називається е л і п т и ч н и м .  Степінь 
еліптичної інверсії — число в ід ’ємне: ОР ■ OQ — а2 — Ь2 =  
=  — R 2. Еліптичний інверсор може мати форму панто
графа (рис. 33)*.

Незалежно від Посельє, російський учений Л  и п к і н 
у 1868 р. винайшов оригінальний механізм, який пере
водить прямолінійний рух у коловий.

Геометричні міркування над механізмами ГТ. Л . Ч е б и -  
шева** привели його до точного розв’язання цієї задачі. 
Дамо опис цього інверсора.

* Геометрично довести , щ о це ін вер сор , пропонуєм о читачеві.
** О сновополож ник т ео р ії м еханізм ів  у  Р о с ії.



Рис. 34.
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Візьмемо три точки А, В  і С на деякій прямій (рис. 
34) і з ’єднаємо їх шарнірними важелями з точками D  і d, 
кожна з яких однаково віддалена від точок А  і В. Утво
рена таким способом комбінація стержнів має ту вла
стивість, що як би ми не змінили взаємну відстань між 
точками А  і В, вони будуть лежати на одній прямій з

точкою С. У випадку AD =  BD  =  Ad  =  Bd  чотирикутник 
ADBd  — ромб, і вказану властивість його легко вивести 
з рівняння:

DC2 — D A 2 =  dC2 — d A 2.

А коли при деякому положенні нашої комбінації 
стержнів проведемо пряму ab || АВ,  що перетинає прямі 
Ad, Bd  й Cd в точках а, b і с, то побачимо, що ad — bd 
і що точки а, Ь і с також розмістяться на одній прямій.
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Ще одна властивість цієї комбінації стержнів та, що 
при кожному можливому взаємному розміщенні точок А  
і В лиш ається справедливою така рівність:

С А  • СВ =  DC2 — D A 2 =  dC2 —  d A 2.

А через те що стержні DC  і D A  дано, то добуток в ід
станей точок А  і В  від точки С лишається сталим. У

Р и с. 36.

цьому легко переконатись. Побудуємо коло радіуса D A  —
— D B  з центром у точці D; тоді пряма СВА  буде січною. 
За відомою з планіметрії теоремою дістанемо: С А ■ СВ  =  
=  С Т 2 =  DC2 — D T 2 =  DC2 — D A 2, де Т  — точка дотику 
прямої СТ  з колом. Сполучивши точки А  і В  з точкою Т,  
матимемо два подібні трикутники С Т А  і СВТ.  О скільки 
/ _ Т С А  — ^ _ В С Т  і / _ С Т В  — /_ С А Т ,  звідси випливає: 
С А  : С Т =  С Т  : СВ, С А  • СВ =  С Т 2. Якщо точку С (або с) 
закріпити, а точку В  (або Ь) змусити описувати деяку 
криву, то точка А  (або а) опише інверсну до неї криву 
відносно полюса С (або с). Зокрема, якщо точка В  опи-
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суватиме коло, то точка А  опише пряму, перпендику
лярну до прямої, яка проходить через полюс і ц е н т р  
к о л а .  Тому, щоб дістати пряму, досить у цій комбіна
ц ії стерж нів точку С (або с) закріпити шарніром, а точ
ку В  (або Ь) з ’єднати шарнірним стержнем з нерухомою

ючкою М  так, щоб M B  =  МС  (або Mb =  Мс) (рис. 35). 
Годі точка А  (або а) описуватиме пряму, перпендику
лярну до прямої CM; а коли M B  =  МС,  то точка А 
опише дугу деякого кола. На рис. 34 і 35 нерухома 
точка С міститься поза А  і В,  а на рис. 36 між  ними. 
Справді, нехай (рис. 35 і 36) К  і N  будуть точками пе
ретину прямої CM  з перпендикуляром А К  (або аЬ() і колом 
радіуса В М  — C M  (або ЬМ  =  сМ) із центром у точці М.  
З  прямокутних подібних трикутників CBN  і С КА  д і
станемо: С К'-С В  =  С А : CN, звідси СК  =  -~ Сц В =
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DQ 2_DA*
— і  —2ms—  ' Причому знак плюс відноситься до рис. 35,

а знак мінус — до рис. 36. Отже, СК  =  const.
Чотирикутник ADBd  є ромбом, з якого сторона Ad  

переходить у паралельне їй положення A 'd '.  Це означає 
що при будь-якому положенні фігури перпендикуляр, 
опущений з точки а, перетинає пряму СК  в одній і тій 
самій точці К ■ Отже, точка а, рухаючись, обов’язково 
описує пряму (перпендикуляр) А К ,  що й треба було до
вести.

І н в е р с о р  Г а р т  а. Новий вид напрямного механіз
му у 1874 р. запропонував Гарт. Це гіперболічний ін
версор, що має форму рівнобедреної трапеції, складеної 
з чотирьох стержнів А В  =  CD =  b і BD =  АС  =  а, 
скріплених шарнірами у точках А, В, С і D. Принцип 
д ії його такий.

Нехай О, Р  і Q будуть точками прямої, паралель
ної основам трапеції. Встановимо в точці О вістря, а в 
точках Р  і Q олівці (рис. 38). Якщо точку О закріпити 
й пересувати олівець Р  по якій-небудь кривій, то олі
вець Q опише фігуру, інверсну першій. О скільки три
кутники OBQ і ОАР  подібні трикутникам ABD  і ABC, 
то OQ : AD  =  ОВ : АВ  і ОР : ВС  =  ОА : АВ. Перемноживши 
ці пропорції почленно, дістанемо: (OQ ■ OP) : (AD ■ ВС) =  
=  (АО ■ О В ) : АВ 2. Через те, що ця трапеція рівнобедрена.
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навколо неї можна описати коло; а застосувавши до неї в і
дому теорему Птолемея*, ми дістанемо: AD ■ ВС +  Ь2 =  а2.

Отже, 0Q ■ ОР =  (а2 — b2) • ° АДВ° В =  const.
Звідси також випливає, що точки О, Р  і Q лишають

ся на одній прямій. Більш е того, можна закріпити не 
тільки точку О, а й  всю сторону АВ, тоді точки Р і Q 
опишуть кола відповідно з центрами у точках А  і В
і радіусами РА  і PC. О скільки відношення цих ра
діусів дорівнює відношенню, О А : ОВ точка О буде центром

подібності обох кіл. Через те, що радіуси обох кіл, про
ведені в точки Р  і Q, не паралельні м іж  собою, ці 
дві точки взаємно інверсні.

Отже, добуток ОР ■ OQ буде сталим, якщо навіть де
формувати цю фігуру, зберігаючи нерухомими точки А
і В. Нареш ті, інверсору можна надати дещо іншої фор
ми, з ’єднавши точку Р  з деякою нерухомою точкою S 
(рис. 39) твердим стержнем, довжина якого дорівнює 
відрізкові SO. Тоді точка Q накреслить пряму лінію.

Л егко помітити, що може бути й навпаки; коли в рів- 
нобедреній трапеції вибрати на стороні АВ  й діагоналях
АС  і BD  три точки О, Р  і Q так, щоб ^  =  ^  =  щ  =
=  const, і довільно змінювати цю трапецію, маючи фіксо
вану точку О, то точки Р  і Q описуватимуть інверсні 
фігури.

Справді, з поданого вище ряду відношень випливає, 
що точки О, Р  і Q леж ать на прямій, паралельній пря
мим АС  і BD. Крім того, чотири точки Р, Q, А і С

*Див. задач у  16.



завжди леж ать на колі, яке перетинає продовження
прямої А В  в точці / .

Користуючись відомою властивістю січних, проведе
них з точки В  до кола К,  дістанемо: В А ■ ВІ == BQ BD,  
а це показує, що відстань між точками А й /  стала. 
З  другого боку, ОР ■ OQ =  ОА ■ 01. А оскільки А І стале 
то значить і 01  також  стале; а отже, добуток ОР • OQ 
так само сталий. Правильність твердження доведено.

З а у в а ж е н н я .  Незважаючи на видиму в і д м і н н і с т ь  
конструкції інверсорів Посельє Л ипкіна і Гарта, між 
ними можна встановити геометричний зв ’язок (рис. 40).

Р ис. 40.

Справді, якщо точку О закріпити, а точку Р  рухати 
по колі з центром S, то точка Q рухатиметься по пря
мій QQi, перпендикулярній до OQ і інверсній до кола S,
і навпаки. пллі

Справді, з попереднього відомо, що ОР ■ ОЦ =  ОМ 
_  _  OL2 — LQ2 =  R 2. А коли точка Р переміститься 
в Р і,  то точка Q перейде в положення Qi, і також  ма
тимемо: ОР ■ OQ — const.

У цьому разі степінь інверсії дорівнює UL —
Щоб можна було змінити його положення, стержні OL
і ОК роблять розсувними. Л егко підібрати довжину OL
так, щоб: R\ =  QL2 +  R 2. .

Стержні інверсора Гарта скріплено шарнірами А, а  
С і D. Нехай Ь і К —  середини уявлюваних сторін АС
і BD.
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Тоді дістанемо рухомий ромб PLQK.', конструкцію 
зведено до попередньої, причому степінь інверсії 
ОР ■ OQ — OL2 — PL2 буде в чотири рази менший ВС2 —
— А В 2.

І н в е р с о р ,  я к и й  п е р е т в о р ю є  к о л о в и й  р у х  
в і н в е р с н и й  к о л о в и й .  Якщо до інверсора 
Посельє — Л ипкіна додати два стержні AG  і СН, як зо
бражено на рис. 41, то такий механізм може перетво
рювати коловий рух у інверсний коловий.

Справді, нехай ЕВ  =  ED  =  a, AD  =  DC  =  СВ =  В  А  =  
=  Ь, а точка А  з ’єднана з G, причому AG — с.

Нехай також  ЕА  =  т  і A F  =  п, тоді А Е  =  СЕ  =  m X 
X (т +  2л) =  т 2 +  2тп.  Але В /72 — а2 — (m +  п)2 =  б2 —
— а2. Отже, т 2 +  2тп =  а2 — b2 і £ Л  • АС  =  const.

Отже, точки А  і С взаємно інверсні відносно полюса 
Е, тому, коли точка А  описує коло, точка С також  опи
сує коло.

Але за умовою, точка А  може рухатись по колу ра
діуса с =  AG з центром G. Отже, центр Я  кола, опису
ваний точкою С, лежить на прямій EG, так що

де EG  =  сі.

Якщо EG  =  AG, то коло, описуване точкою С, нере- 
творюється в пряму, перпендикулярну до EG.
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